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Resume 

On considere la limite a grand nombre de particules d'un systeme hamiltonien de 
type "Toda periodique" pour une famille de conditions initiales proches de la solution 
d'equilibre. On montre que, dans la formulation de paire de Lax, les deux bords des 
spectres des matrices de Jacobi des conditions initiales sont determines, a une erreur pres, 
par ceux de deux operateurs de Hill, associes a la famille de conditions initiales considerees. 
On en deduit que les spectres des matrices de Jacobi, lors de revolution limite donnee 
par KdV, restent constants a une erreur pres que nous estimons. Enfin on montre que 
les actions du systeme Toda, convenablement renormalisees, tendent vers celles des deux 
equations de KdV. 



1 Introduction et resultats 

Le systeme de Toda periodique a N degres de liberte est un systeme hamiltonien ou 
N particules se meuvent sur le cercle reelle en interagissant avec un potentiel "plus proche 
voisin" du type e qi ~ Qi+1 introduit dans [7j. II est bien connu, [1], que, par un changement (non 
symplectique) de coordonnees, ce systeme peut se mettre sous la forme de "Lax" L = [B,L], 
ou, apres doublement de la dimension, 
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<i. Nous allons considerer des coefficients obtenus 
1 + e 2 a(jj) et b { = e 2 p(^),a, (3 G C°°(T) avec 



et ai, bi £ M. satisfont ch+n = ai, bi + N - 
par discretisation de fonctions lisses : 
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|e| << 1, une situation proche de la solution d'equilibre aj = 1, bi = 0, i = 0, . . . , 2iV — 1. 
De telles limites ont ete etudiees par plusieurs auteurs (voir e.g. [7]) dans des cas speciaux; 
la nouveaute pour le cas general traite ici est que, pour etudier cette limite, on a besoin de 
deux operateurs de Hill - voir aussi [2] et [S] ou se manisfeste ce phenomene dans l'etude de 
la dynamique limite. 

Rappelons que, si Ton considere Poperateur de Schrodinger H = —-^ + u sur le cercle, 
alors l'equation de Korteveg-de Vries 

dtu — 6ud x u + d^u = (3) 

possede la forme de Lax : 

H=[B,H] oil B = -48% + 6ud x + 3u x . (4) 

Defmissons Ln = L°^f , donnee par (pQ) avec etj = 1 + e 2 a(-^), b{ = e 2 j3{jq) et e = ^jy. 
II est bien connu que les valeurs propres Xf , < i < 2N — 1 de Ljy sont toutes reelles et 
verifient 

A < A l — A 2 <• ••• < A 2N-3 — A 2N-2 < A 2N-\- \P) 

En particulier, pour a = (3 = (solution d'equilibre), le spectre de est donne par : 

A = -2, A 2 i_i = A 2Z = -2cos^ , I = 1,... ,N- 1, \ 2N -i = 2. (6) 
Le coeur de nos resultats est le Theoreme suivant. 



Theoreme 1.1 Soit Ljy la matrice avec a, f3 G C°°(T), fja(x)dx = fj(3(x)dx = et 

soit Mjv = [N*]. Alors le spectre de L]y est constitue de 2N nombres reels (A^ v )j = o,...,27V-i 
qui satisfont, pour tout 5 > 0, uniformement par rapport a j = 0, . . . , 2N — 1 et a, (3 dans 
tout ensemble borne de C°°(T), 

Xf = + +0(N- 3+5 ) , j = 0,...,2M N (7) 

A 2i-i, A 2i = -2cos^ + 0(iV- 3 + 5 ) , l = M N + l,...,N-l-M N (8) 

A m-l-j = 2 -^ X l + °( N ~ 3+5 ) > i = 0,...,2M^ (9) 
ou (A^ = )i = o,...,2M JV soni Zes 2Mtv + 1 premieres valeurs propres des operateurs de Hill : 

H± = --^-2a(x)TP(x). (10) 

Corollaire 1.2 Soientat = —{u^+uf)/A et fit = { u t ~ u t) I 2 obtenues en faisant evoluer les 
conditions initiales u + = —2a — (3 et u~ = —2a + (3 par V equation de KdV. Soit L f N = 
donnee par )[7J) et soit {Aj vr (L^ v )}j = o i ... i 2Af-i son spectre (qui est conserve par la dynamique de 
Toda). Alors, pour tout 5 > et uniformement en temps : 

Xf{L t N )-Xf{L%) = 0{N~^ 5 ). (11) 
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Le deuxieme resultat concerne l'asymptotisme a grand N des actions de Toda. Rappelons, 
[5], que, pour 1 < n < N — 1, la nieme action d'une matrice de Jacobi verifie la formule 

I* = - arcosh ((-l) N - n ^-) dX, (12) 

ou A^(A) est le discriminant de Ljv- On a une formule similaire pour les actions 1^ des deux 
operateurs de Hill H± definis par (fTU|) ; voir (fTHj) plus bas. 

Theoreme 1.3 Pour tout n > 1, 

8iV 2 /,f -> I~ et 8N 2 I%_ n -> 1+ gitond JV -> oo. 

D'une fagon analogue, on obtient le comportement asymptotique a grand N des frequences 
du systeme de Toda [1] . 

2 Quelques elements de preuve 

2.1 Lax et Toplitz 

L'idee principale de la preuve du Theoreme 1 1 . 1 1 consiste a considerer la matrice de Jacobi 
Ltv comme la matrice dans une base canonique d'un operateur de Toplitz pour la quantifi- 
cation du tore T 2 = 1R 2 /Z 2 avec une constante de Planck H = = Cette identification 
a ete proposee par Bloch et al {3| pour etudier la limite a grand N du systeme de Toda 
periodique. Nous allons, dans cet article, nous placer dans ce formalisme pour etudier le 
spectre de L a jf ' . 

Pour cela on considere l'espace de Hilbert de dimension 2N, H.2N, genere par les fonctions 
Theta definies par : 

Qj(z = X + iy) := (4iV) 1 /4 e -i 2 /27V J- e ^(2NnH2jn) e 2niz(j+2Nn) ^ (13) 

j = 0,...,2iV-l. 

Le produit scalaire (., .) est celui de L 2 ([0, 1] x [0, l],e~ 47TNy dxdy), de maniere a ce que 
{0j}j = o,.„,2JV-l s °it une base orthonormee de H2N ■ La matrice L°^f est la matrice, dans la 
base {G2JV-1, • • • , ©o}> d'un operateur de Toplitz de symbole principal (voir [3]) 

e 2 (3(x) + 2(1 + e 2 a(x)) cos 2ny. 

II est done elementaire de constater que les vecteurs i/j k G H.2N1 k = 0, . . . , 2N — 1, definis 
par : 

2N-1 

sont vecteurs propres de l'operateur iy° dans H.2N, de valeurs propres correspondantes 
donnees par ([6]). On remarque que 

r 1 

i> k (z) = (4iV)~ 1/4 / p(z, k/2N + is)e~ 2nNs2 ds, 
Jo 

ou p(z,*) := E?=o~ l0 i( z )©iM- 
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2.2 Quasimodes 

Dans l'idee de [6| nous allons construire des quasimodes de comme superpositions 
ponderees d'etats coherents p(z,k/2N + is) et nous verrons que Pequation de KdV va ap- 
paraitre comme equation de transport. 

Definissons, pour fi e C°°(T), = Ylkei Pke 2lTlkx , 

r 1 

^ k (z) = {AN)- 1 ^ p(z,k/2N + is)n(s)e- 27TNs2 ds. (15) 



Le resultat suivant, consequence du calcul symbolique "a la Toplitz" mais que Ton peut 
obtenir ici par un calcul direct, est le cceur de la preuve : 

Theoreme 2.1 Pour tout /x, fi' £ C°°(T) arbitraire, 

d -tt1 2 /2N -n(l-k+k') 2 /2N 



< V'J,^ >= ^2^i^'i-k+k' e ~ 

En particulier HV^H 2 = 1 2 e — ^ ? N ~ ||mIIz,2(t) quand N — > +oo. 

lei 

De plus, si TpP est I'operateur dont la matrice sur la base {©2V-1, • • • ,@o} est L°£f et 
e = 1/2N, 

T^^ = ^ k +0(e 3 ) (16) 

avec 

fi k (x) = ^-2 cos (2irke - ze-^-) + e 2 ^-2a(x) cos (2Kke - ie^-) + /3(x)^ p(x). 

On voit done que ip k sera un quasimode de T^f a l'ordre e 3 si [i est lui-meme un quasimode 
de I'operateur 

-2 cos {2-Kke - ie-^-) + e 2 ( -2a(x) cos (2-Kke - ie-^-) + f3(x) 
dx \ dx 

Plusieurs comportements sont a envisager : 

- milieu du spectre : pour I = + 1, ■ ■ ■ , N — 1 — Mjy on a, pour les valeurs propres 



distinctes de L°jf, toutes de multiplicity deux, 



| cosvr(/ + l)e - cosvr/e| ~ Ak(2M n + l)e z > e 7/4 > e l quand e -> 0, 

et done la theorie des perturbations (avec degenerescence) s'applique. On montre facilement 
que la condition de moyenne nulle de a, (5 donne une correction au premier ordre qui est en 
fait d'ordre e°°. 

- les bords du spectre, pour < k < 2M N et 27V - 1 - 2M N <k< 2N — 1. 
L 'equation aux valeurs propres 

(— 2 cos {2Kke — i- e ~^~) + g2 (~2a(x) cos (2Kke — i e ~j~) + 0( x ) J J fJ-( x ) = A/u(x) 
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devient, avec l'ansatz /j,(x) = e 2mkx u k {x) (resp. e 2l7r( - k N ' x Vk{%)) pour k proche de (resp. 
2N-1), 

e 2 (-^ - 2a(x) ± 0{x)\ v k = (2± \%)v k + 0(e 3 ) 

suivant le bord considere. On reconnait la les deux operateurs de Hill H±. Un argument 
de comptage montre qu'on obtient bien ainsi tout le spectre de Iffy , les phenomenes de 
degenerescence etant responsables du terme supplementaire en N s et la valeur de M/v = [A^ 1//4 ] 
assurant l'uniformite de la transition entre les trois parties du spectre. Le Corollaire 11.21 se 
demontre grace a l'uniformite des estimations semiclassiques par rapport aux normes sup des 
derivees de symboles, et au fait que les normes sup restent bornes uniformement en temps 
lors de revolution par KdV pQ. 

2.3 Integrabilite 

La preuve du Theoreme 11.31 repose sur le fait que l'on puisse ecrire les discriminants A Ar (A) 
de la matrice de Jacobi et ceux, A ± (A), de H± comme : 

2JV-1 \ ± - X 

A N (X) 2 -A= H(Xf-X) et A ± (A) 2 -4 = 4H^2-, 
j=o j>o n j 

TTj := + l)/2] (j > 1), vro = 1. 

Soit [Ai, A2] un intervale compact de M avec Ai < < A2. Le Theoreme 11.31 est alors une 
consequence du 

Theoreme 2.2 Uniformement pour Ai < A < A2, 

lim (-l) JV A iV (-2 + e 2 A) = A" (A) et lim A N (2 - e 2 A) = A+(A), (17) 

N^oo N~*oo 



et de la formule (|12|) pour les actions de Toda, ainsi que la formule suivante pour les variables 
actions 1^ de H± : 

' arcosh (_1)»=-A^ d\. (18) 



K 2n-1 
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